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Résumé : 
Cet article présente une méthode qui permet de calculer la réponse dynamique d’une structure ferroviaire 
sur la base d’une approche quasi-statique ne nécessitant pas de discrétisation temporelle. Le système 
complet composé des rails, des traverses et de la structure est périodique dans la direction du roulement. Les 
dimensions spatiales de la structure sont supposées semi-infinies. La méthode proposée repose sur la 
décomposition de la distribution de contraintes à la surface de la structure en ondes de chargement se 
déplaçant à des vitesses différentes. L’utilisation de cette méthode est illustrée sur un exemple numérique. 
Abstract: 
This article presents a method that aims at computing the dynamic response of a railway structure on the 
basis of a quasi-static approach, which does not require time discretization. The global system composed of 
the rails, the sleepers and the structure is periodic in the travelling direction. The structure is assumed to be 
semi-infinite. The proposed method relies on the decomposition of the stress distribution at the surface of the 
structure into loading waves, each of which moves at a different velocity. This method is illustrated on a case 
study. 
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1 Introduction 
La réponse dynamique d’un massif tridimensionnel soumis à des charges roulantes a été calculée par des 
méthodes analytiques ou semi-analytiques dans différents cas, notamment pour des milieux élastiques 
homogènes (ex. [1], [2]) ou des milieux stratifiés à comportement viscoélastique [3]. Ces méthodes 
consistent à résoudre le problème initial dans le domaine des nombres d’onde (après transformation 
intégrale), puis à inverser la solution ainsi obtenue. Lorsque les charges mobiles se déplacent à vitesse 
constante, que le milieu est infini (semi-infini) et homogène dans le plan parallèle à la direction 
d’avancement, un régime quasi-statique peut être défini. Dans ce cas, la résolution du problème dans le 
repère des charges mobiles ne requiert pas de discrétisation temporelle. Suivant ce type d’approche et pour 
application dans le domaine des chaussées routières, Duhamel et al. [4] et Chupin et al. [5] ont développé un 
code numérique (ViscoRoute© 2.0) permettant de calculer la réponse dynamique de structures multicouches 
à comportement viscoélastique (modèle de Huet-Sayegh), avec interfaces collées ou parfaitement glissantes. 
Toutefois, cette approche ne permet pas de traiter telle quelle le cas des infrastructures ferroviaires avec rails 
et traverses, venant rompre l’invariance de la géométrie suivant la direction du roulement. Ce papier propose 
donc une méthode permettant de calculer la réponse dynamique d’une telle structure, sans introduction de 
pas de temps et basée sur l’utilisation de ViscoRoute© 2.0. La méthode proposée repose sur la 
décomposition de la distribution de contraintes à la surface de la structure en ondes de chargement se 
déplaçant sur un continuum de vitesses. La réponse dynamique est alors calculée après discrétisation de 
l’espace des vitesses et la réponse globale est obtenue par recombinaison de la contribution de chacun des 
paquets d’ondes. Cette méthode représente une alternative aux approches semi-analytiques couramment 
utilisées pour la modélisation des structures ferroviaires (ex. [6]), celles-ci nécessitant généralement une 
discrétisation temporelle du problème. 
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2 Calcul dynamique d’une structure ferroviaire 
2.1 Modélisation de la distribution de contraintes à la surface de la structure 
La réponse dynamique de la structure ferroviaire (Fig. 1a) est calculée en remplaçant les rails et les traverses 
par une distribution de contraintes verticales appliquées à la surface de la structure. Celle-ci est représentée 
par un milieu à plusieurs couches horizontales homogènes et semi-infinies. Cette distribution de contraintes 
résulte néanmoins de charges appliquées sur les rails et transmises à la structure via les traverses. Elle est 
discontinue et non nulle sous les traverses uniquement. Pour la modélisation, la contrainte verticale sous 
chaque traverse est supposée uniforme (Fig. 1b) et la vitesse du convoi ferroviaire supposée constante. Dans 
ces conditions, la distribution de contraintes verticales à la surface de la structure au temps  s’écrit : t
 ( ) ( )( ) ( )( , , ) ,zz x y t H y a H y a p x tσ = + − −  (1) 
avec : 
 (( , ) ( ) ( ) ( )n
n
)p x t H x nl b H x nl b f nl Vt=+∞
=−∞
= − + − − − −∑  (2) 
où  est le numéro de la traverse, 2  et  les dimensions longitudinale et transversale d’une traverse, l  la 
distance entre deux traverses et 
n a 2b
H  la fonction de Heaviside. ( )f nl Vt−  est une courbe maîtresse qui définit 
l’amplitude de la distribution de contrainte et qui tient compte de la position du convoi ferroviaire se 
déplaçant à la vitesse V . La fonction f  doit vérifier la condition : 
 ( )n
n
f nl Vt C
=+∞
=−∞
− =∑  (3) 
avec  constante, afin que la résultante du chargement soit constante. Le calcul de C f  est présenté en section 
3, cette fonction étant supposée connue jusque là. Comme nous le montrerons par la suite, elle peut être 
approximée par la somme de fonctions gaussiennes, 
 ( ) ( )2 2
1
k
axle
nchar x x L
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≈ ∑  (4) 
caractérisée par les paramètres ,A L  et la position kaxlex  de l’essieu . k
 
 
 
(a) (b) 
FIG. 1 – (a) Schéma du système ferroviaire considéré. (b) Chargement vu comme une distribution de 
contrainte dans le plan xy. Représentation pour une charge appliquée sur le rail en y=0. 
2.2 Procédure de calcul de la réponse dynamique de la structure ferroviaire 
  2
La méthode de calcul de la réponse dynamique de la structure ferroviaire repose sur l’utilisation du code 
ViscoRoute© 2.0 ([4], [5], [7]). Celui-ci permet de résoudre les équations de l’élastodynamique dans le 
repère des charges roulantes (régime quasi-statique). Cependant, tel quel ce programme ne permet pas de 
prendre directement en compte les configurations de chargement décrites par l’Eq.(1). Pour se ramener au 
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cadre d’utilisation de ViscoRoute© 2.0, nous avons donc développé une méthode basée sur la linéarité du 
problème et la décomposition de  en ondes de chargement de vitesses ( , )p x t ℜ∈v  (section 2.3). Suivant 
cette méthode, la réponse globale de la structure ferroviaire est obtenue par recombinaison des réponses 
dynamiques de la structure calculées pour les paquets d’ondes issus de la discrétisation de l’espace des 
vitesses. Un script de calcul a été développé afin d’enchaîner les étapes conduisant à la réponse globale, à 
savoir le calcul de la courbe maîtresse f  (section 3), la décomposition et la discrétisation par rapport à v  du 
chargement, le calcul dynamique pour chaque onde de chargement à partir de ViscoRoute© 2.0 et la 
recombinaison des résultats au temps t  par sommation (section 2.4). Ce programme a été validé sur un cas 
d’étude par comparaison à des simulations par éléments finis dans le cas statique et pour des vitesses faibles. 
2.3 Décomposition de la fonction de chargement ( ),p x t  
Pour se conformer à la méthode de résolution implémentée dans ViscoRoute© 2 .0, l’Eq.(1) doit être 
décomposée en chargements se déplaçant à vitesses constantes. Pour cela,  est exprimée sous la forme de 
sa transformée de Fourier inverse, conduisant à l’expression suivante : 
f
 ( )1 ˆ( ) ( )
2
iq nl Vtf nl Vt f q e dqπ
+∞ −
−∞− = ∫  (5) 
Après substitution dans l’Eq.(1) et quelques développements mathématiques, nous montrons que la pression 
s’écrit : 
 ( ) ( ) ( )1, , x Vt b
x Vt b
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∞ −
−∞ − −
= − +∫
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∫  (6) 
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 (7) 
L’Eq.(6) montre que  peut être en partie exprimée comme la superposition d’ondes de chargement ),( txp
,Vt( ) (,g X g xα )α α= − α  se déplaçant aux vitesses positives ou négatives v Vα= . Ces fonctions sont 
périodiques de période ( ) l1 α−  suivant la variable spatiale X x Vα tα= −  attachée au repère se déplaçant à la 
vitesse de l’onde α . 
Le second terme du second membre de l’Eq.(6) représente la contribution d’une onde spécifique se déplaçant 
à la vitesse V  du convoi. Ce terme peut être approximé par le chargement fonction de X x Vt= −  : 
 ( ) ( ) ( )
1
1
1 2X bV
X b
bf X f x dx f X
l l
+
−
= ≈∫%  (8) 
En particulier, pour une fonction gaussienne (Eq.4) dont la transformée de Fourier est : 
 ( ) 2 2 4ˆ L qf q A Leπ −=  (9) 
( )αα ,Xg  est donnée par : 
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2
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A noter que 
1
lim ( , ) 0g Xαα α→ = . 
2.4 Traitement numérique de la méthode de décomposition 
La première intégrale du second membre de l’Eq.(6) est calculée par discrétisation sur la variable α . Le 
domaine d’intégration est réduit à un intervalle borné discrétisé en  sous-intervalles de longueur identique. 
La méthode des trapèzes est appliquée sur chacun de ces intervalles et la distribution de pression devient 
approximativement égale à :  
N
 ( ) ( ) ( )
1
1 2, ,
N
i i
bp x t g X f X
l
α α
α
α α≈ Δ +∑  (11) 
La longueur de l’intervalle borné et le nombre de sous-intervalles sont choisis de manière à représenter, avec 
la précision souhaitée, la distribution de pression à la surface de la structure obtenue après recombinaison des 
ondes de chargement. A titre d’exemple, certaines de ces ondes de chargement sont illustrées dans [8]. 
La recombinaison du chargement ainsi que n’importe quel autre champ mécanique  calculé à 
partir de ViscoRoute© 2.0 est obtenue par la sommation suivante : 
( , , ,c x y z t )
)  (12) ( ) ( ) (
1
1
1, , , , , , ,
N
ic x y z t c X y z c X y z
α αα
α
= +∑
Cette sommation est effectuée par rapport à une grille fixe . Le théorème de Shannon est alors utilisé 
pour interpoler le champ 
),,( zyx
cα  à la position x  de la grille à partir de la relation X x Vα tα= − . 
3 Calcul de la courbe maîtresse du chargement à partir d’un calcul statique 
La courbe maîtresse ( )f x  doit être calculée avant de pouvoir décomposer la fonction de chargement. Cela 
nécessite le calcul des contraintes verticales à la surface de la structure lorsque le système global 
(rails/traverses/structure) est soumis au passage d’un train. En première approximation, cette modélisation 
est réalisée pour un chargement statique sachant que la distribution de contrainte sous les traverses est peu 
affectée par la vitesse de chargement, et ceci même pour des vitesses élevées (Fig. 3b). Les rails et leurs 
liaisons avec les traverses sont respectivement modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli et des ressorts 
verticaux. Pour être cohérent avec les développements de la section 2, les efforts transmis à la structure via 
les ressorts sont supposés se traduire par des pressions uniformes appliquées sur les surfaces 2 2a b×  des 
traverses. Le détail de ces calculs est présenté dans [8]. Une fois les forces verticales transmises par les 
ressorts calculées, celles-ci sont interpolées par une somme de fonctions gaussiennes identiques centrées sur 
les roues du chargement. La procédure de calage des paramètres A  et  est réalisée à partir d’une technique 
itérative. Enfin, il est possible de montrer qu’une telle courbe maîtresse reste pratiquement inchangée lorsque 
la position du chargement sur les rails varie et que cette courbe vérifie l’Eq.(3) avec une précision 
satisfaisante. 
L
4 Exemple numérique 
L’exemple présenté dans cette section illustre quelques résultats obtenus avec le programme numérique 
développé. La structure étudiée comprend trois couches élastiques dont les caractéristiques sont données 
dans le Tab. (1). Les rails sont modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli de module d’Young 21  
(acier) et d’inertie de flexion . La raideur des ressorts est prise égale à  et les 
dimensions de l’empreinte des traverses sont les suivantes : 2 0
0GPa
/ m6 47.3 10 m−× 75 10 N×
.3b m= , 2 0.8a m= . La distance entre deux 
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traverses est de . Le chargement appliqué sur les rails est un bogie à quatre roues, chacune d’elles étant 
représentée par une force ponctuelle de 80  appliquée verticalement. La géométrie du bogie est donnée sur 
la Fig. (1). 
0.6m
kN
 ρ (kg/m3) E (MPa) ν Epaisseur (m) 
Couche 1 1800 150 0.4 0.3 
Couche 2 1800 120 0.4 0.7 
Couche 3 1800 100 0.4 ∞ 
TAB. 1 – Propriétés de la structure multicouche. 
En ce qui concerne la décomposition de la distribution de contrainte en ondes de chargement, en plus de 
1α =  les valeurs de α  retenues sont dans l’intervalle [ ]0.8; 0.8− . Cet intervalle est discrétisé en 40 sous-
intervalles ( ). Comme illustré sur la Fig. (2a), cette discrétisation conduit à une recombinaison de 
pression qui, comme attendu, approche précisément la courbe maîtresse au centre des traverses (position des 
ressorts) et qui reproduit correctement la forme discontinue de la distribution 
40=N
zzσ  réelle. Dans la suite, les 
résultats sont présentés pour un instant , correspondant à une position des essieux de chargement au droit de 
traverses (  et 
t
0x = 3m= ). x
La Fig. (2b) montre le déplacement vertical  en zu 0y =  (position transversale située au droit d’un rail) à une 
profondeur de 0.05m dans la structure, pour 20 /V m s=  et 75 /V m s= . Nous constatons que la vitesse de 
chargement influence légèrement . Au niveau des maxima de la Fig. 2(b), le déplacement vertical 
augmente de 10% environ lorsque la vitesse varie de 20m/s à 75m/s. 
zu
La Fig. (3a) montre le profil dans la direction x  de l’accélération verticale zγ  en  (mi-hauteur de la 
première couche), , et calculée pour une vitesse de 75m/s. Des accélérations orientées vers le haut sont 
obtenues au droit des positions des essieux de chargement. En s’éloignant de ces positions, les accélérations 
deviennent positives et donc orientées vers le bas. Les valeurs de 
0.15z = m
0=y
zγ  sont plus importantes dans la direction 
verticale vers le haut (maximum en valeur absolue de l’ordre de 10m.s-2) que vers le bas. Nous constatons 
également que l’accélération verticale de la seule onde de chargement particulière se déplaçant à la vitesse 
 (cercles pleins sur Fig 3a) est assez proche de celle obtenue après recombinaison de l’ensemble des ondes 
(trait plein sur Fig. 3a). En effet, les autres ondes de chargement ont soit une amplitude importante mais une 
vitesse proche de zéro, soit une amplitude faible. Dans les deux cas, leur contribution à 
V
zγ  est petite. Plus 
simplement encore, l’accélération verticale peut être approchée à partir d’un calcul statique pour le 
chargement V f% , par double dérivation spatiale de u  multipliée par la vitesse V  au carré (symboles de 
forme rectangulaire sur Fig. 3a). 
z
La Fig. (3b) montre le profil de contraintes verticales zzσ  calculé en 0y = , 0.15z m=  pour V  et 
sous condition statique en considérant la résultante totale du chargement s’appliquant sur la structure. Les 
courbes de la Fig. (3b) présentent plusieurs pics situés au droit des traverses chargées. Les valeurs de 
75 /m= s
zzσ  
calculées dans les deux cas sont très proches. 
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FIG. 2 – (a) Recombinaison de la distribution de pression (pour des raisons de symétrie uniquement une 
partie de la distribution est tracée). (b) Déplacement vertical calculé à une profondeur . 0.05z m=
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FIG. 3 – (a) Accélération verticale et (b) contrainte verticale en 0.15z = , sous l’axe d’un rail. 
Les constatations précédentes pourront servir à une première estimation de la réponse dynamique, à partir de 
calculs statiques (chargement V f%  pour zγ  et résultante totale pour zzσ ), de structures à comportement non 
linéaire pour lesquelles l’application de la méthode de décomposition n’est pas triviale. 
5 Conclusion 
Une méthode de calcul de la réponse dynamique d’une structure ferroviaire basée sur une approche quasi-
statique a été présentée. Cette méthode repose sur la décomposition d’une distribution de contraintes 
discontinue à la surface de la structure en ondes de chargement exprimées sur un continuum de vitesses. La 
recomposition du chargement par sommation des ondes permet de reconstituer l’ensemble des champs 
solutions. Le temps de calcul est de l’ordre de quelques minutes seulement. L’étude d’un exemple numérique 
montre que les contraintes et les accélérations peuvent être approchées par des calculs statiques à condition 
d’utiliser les chargements appropriés issus de la décomposition. La méthode développée servira à l’étude de 
l’effet combiné des contraintes et des accélérations sur les désordres géométriques apparaissant dans les 
voies ballastées pour trains à grande vitesse. Le script développé permettra d’étudier des structures avec 
couches viscoélastiques. Certains effets non linéaires (ex. comportement de couches non liées) pourront 
également être analysés. 
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